CAPITULO 1

CINEMATICA DE LA PARTICULA

"La naturaleza es una esfera infinita cuyo centro estd en todas partes y su circunferencia en
ninguna"

Blas Pascal Pensamientos.

"No definiré tiempo, espacio y movimiento ya que estos conceptos son bien conocidos por todos"

Isaac Newton Principia (1686).

"Tiempo
Mas tiempo
/Solo tiempo?"

Jorge Guillen = Homenaje.
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MECANICA NEWTONIANA - Cinematica de la Particula. 3

CINEMATICA DE LA PARTICULA

I-1. Introduccion

La Mecanica es la rama de la Fisica que estudia el movimiento de los cuerpos materiales.
Historicamente es la primera de las ciencias exactas de la naturaleza y por lo tanto es un
paradigma de toda actividad cientifica. Més aun, la Tecnologia moderna y sus inmensas
posibilidades de transformacion del mundo resultan de la aplicacion sistematica del método
cientifico. Por esta razén, mas alla del interés que sin duda tiene el transmitir un conjunto de
conocimientos ttiles para la actividad profesional del ingeniero, este curso de Fisica, como todos
los restantes, tiene el objetivo fundamental de lograr que los estudiantes adquieran la capacidad de
analizar y resolver los problemas que enfrenten en su actividad profesional con esa mezcla de
rigor e imaginacion propia de la ciencia.

El primer obstaculo que debe superar toda ciencia empirica para su desarrollo es el de
poner orden en nuestras sensaciones extraordinariamente ricas y fugaces. Platon fue el primero en
observar que nada podriamos decir acerca de las percepciones fluidas de nuestros sentidos si no
pudiéramos captar en ellas relaciones permanentes proyectadas por nuestra razon. El pensamiento
debe ir eliminando factores accesorios o accidentales y con la ayuda de objetos geométricos y
matematicos debe intentar describir los fenomenos que ante nosotros fluyen sin cesar. Platon se
limit6 a enunciar el programa de las ciencias empiricas. Habia que esperar hasta la llegada de la
época moderna, para que hombres como Kepler, Galileo y Newton lo llevaran a cabo.

El primer problema al que se ve enfrentada la Fisica al buscar una descripcion precisa del
movimiento es por consiguiente el de eliminar todos aquellos factores que son accesorios y el de
encontrar el lenguaje matematico mas apropiado. La maxima realizacion de este programa
alcanzada en la antigiiedad es la descripcion de Ptolomeo del movimiento planetario. Resulta
natural que la primera descripcion con cierto grado de exactitud de un fenémeno se refiera al
movimiento planetario. En efecto, los datos de la observacion son sumamente simples (debido a la
distancia entre los objetos celestes y la Tierra, es facil tratar a los primeros como objetos
puntuales). Por otra parte, sus movimientos son muy regulares y periddicos. Basandose en las
nociones de la geometria de Euclides y en la idea platonica de la perfeccion de la circunferencia,
Ptolomeo llega a una descripcion del movimiento planetario en términos de particulas puntuales
que ocupan posiciones sucesivas en el espacio a medida que el tiempo transcurre. Los elementos
esenciales de la descripcion cinematica del movimiento de las particulas materiales ya estan
presentes en el esquema de Ptolomeo.

Solo faltaba incorporar la idea de la Relatividad del Espacio que apareceria con
Copérnico y seria enunciada en forma explicita por Galileo. En efecto, para Ptolomeo todo

Curso 1999



4 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

movimiento debe describiese con referencia a la Tierra que se encuentra en reposo en el centro del
Universo. Al mostrar la enorme simplificacion conceptual que resultaba al referir el movimiento
de los planetas en torno al Sol, Copérnico estaba implicitamente mostrando que el sistema de
referencia respecto al cual se describe el movimiento depende en definitiva de nuestra
conveniencia y que por lo tanto no existe un sistema privilegiado.

En este Capitulo introduciremos los elementos matematicos basicos para la descripcion
del movimiento de una particula.

La parte de una teoria fisica que introduce el lenguaje necesario para la descripcion de los
fenémenos que estudia se llama la Cinematica. Todo fenémeno que se encuentra dentro del rango
de aplicacion de la Teoria debe ser expresable en dicho lenguaje. Asi, la Cinematica de las
Particulas Materiales debe ser capaz de describir cualquier movimiento posible de una particula en
el espacio tridimensional.

El segundo elemento basico presente en cualquier teoria fisica es la Dindmica. Ella
establece las leyes que obedecen los fendmenos fisicos. En particular, la Dindmica de las
particulas Materiales nos permitira determinar, en una situacion dada, cual de todos los
movimientos cinematicamente posibles seguira la particula en cuestion.
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MECANICA NEWTONIANA - Cinematica de la Particula. 5

I-2. Cinematica en una dimension.

I-2a. Movimiento sobre una recta.

Como hemos observado, los movimientos reales son muy complejos. En general las
distintas partes de un objeto tendran movimientos diferentes, lo que puede dar lugar a rotaciones o
vibraciones internas. En muchos casos esos movimientos internos pueden despreciarse cuando
solo interesa determinar el movimiento promedio del cuerpo En general, cuando las dimensiones
del objeto en cuestion son mucho menores que las de su trayectoria, podemos considerar al objeto
como un punto matematico. Los objetos de este tipo se denominan particulas. Por ejemplo cuando
deseamos describir el movimiento de la Tierra alrededor del Sol podemos despreciar los
movimientos internos de la atmosfera y los mares e incluso su movimientos de rotacion y tratarlo
como un objeto puntual.

(Como podemos describir el movimiento de una particula que se mueve sobre una recta?

I I I | >

FIG. 1

Una primera descripcion es establecer la hora en la cual la particula pasa por cada uno de
los puntos.

Tiempo Posicion
Dia 29/7/89 14h. 27m. 30s. A
" " 14 h. 27 m. 34s. B
" " 14 h. 28 m. 36s. C
" " 14 h. 28 m. 38s. D
Tabla 1

En esta primera descripcion so6lo hemos podido asignar un valor numérico al tiempo,
mientras que nos hemos limitado a distinguir las distintas posiciones con una letra. Para asignar
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6 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

valores numéricos es necesario un origen, ya que solo somos capaces de medir intervalos, no
posiciones o tiempos absolutos. Como existe un origen convencional de tiempo hemos podido
asignar valores numéricos a dichas variables.

Si deseamos hacer lo mismo con el espacio es necesario definir un origen.

I — | I >
A 0 D B C

FIG. 2

Construyamos ahora un sistema coordenado orientando la recta. A cualquier punto de la
recta le asignaremos un niimero x que indique su distancia al origen. El valor x es la posicion con
respecto a O. Sera positivo si el punto sigue a O y negativo si lo precede. Podemos entonces
describir el movimiento por

Tiempo Posicion
0s. -4 m.
4s. 8 m.
6s. 12 m.
8 s. 4 m.

Tabla 2
donde hemos tomado el origen de tiempos en el instante en que la particula pasaba por A.

Si representamos este movimiento graficamente poniendo en la abscisa los tiempos y en
las ordenadas la posicion resulta
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1] IR ¥

-4

X

FIG. 3

La descripcion que hemos obtenido del movimiento es sin duda incompleta ya que
obviamente no nos da informacion alguna sobre qué posiciones ocupa la particula para otros
valores del tiempo. Nuestra descripcion mejora por consiguiente en la medida que disminuyen los
intervalos de tiempo para los cuales se determina la posicion. Una descripcion completa del
movimiento en una dimension consistira entonces en darse una funcion x(t ) que asigne a cada

valor del tiempo la correspondiente posicion de la particula.

Toda la
4 informacién  relacionada
con el movimiento de la
particula esta contenida en

la funcién x(t) llamada

X

ley horaria. Sin embargo

aunque la posicion en

funcion del tiempo

contiene toda la

/ t informacioén relevante no

la contiene en la forma

mas util. La informacion

FIG.4  del velocimetro de un auto

es redundante si este

ultimo tiene cuenta kilometros y reloj, pero pocos discutirian su utilidad. Ello se debe a que las

leyes de la dinamica involucran los conceptos de aceleracion y velocidad y no a la posicion
directamente.

v

Pasemos a definir estos conceptos.
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8 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Supongamos que una particula se encuentra en la posicion x; en un instante ¢, y en x,
en el instante ¢, .

La variacion de la posicion de la particula se denomina desplazamiento.
Ax = x, — x
Se define la velocidad media de la particula v,, en el intervalo de tiempo [ 4, tz] por

Ax X, — X
At -t

Consideremos por ejemplo el movimiento definido por la tabla 2 y graficado en la figura
3. Del mismo resulta la siguiente tabla de velocidades medias

Vin

Intervalos Y,
[0s.,45s.] 3 m/s
[45.,65s.] 2 m/s
[65.,85.] -4 m/s
Tabla 3
y el grafico
VmA
3
2
4 6 8 t
-4

FIG. 5

El desplazamiento y la velocidad pueden ser positivos o negativos, un valor positivo
indica un desplazamiento en el sentido del eje de coordenadas y uno negativo en el sentido
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MECANICA NEWTONIANA - Cinematica de la Particula. 9

opuesto. Obsérvese que la velocidad media se puede leer directamente del grafico del movimiento
(fig. 3) calculando la pendiente de la recta que une dos puntos sucesivos en el movimiento.

Si se tiene una descripcion del movimiento mas detallada que incluya las posiciones para
instantes intermedios de tiempo, se podra construir una tabla de velocidades donde cada velocidad
media corresponderia a intervalos mas pequeiios. En el limite tendremos una descripcion completa

x(t) y una velocidad asociada al instante t

La velocidad instantinea v(t) es, por consiguiente, la derivada de la posicion.

Graficamente estara dada por la pendiente de la curva x(t ) en el instante t.

Pasemos ahora al calculo de la aceleracion, concepto fundamental que estd relacionado
directamente con las fuerzas que actuan sobre la particula, como veremos en capitulos
subsiguientes.

Cuando la velocidad instantanea de una particula esté variando con el tiempo, se dice que
la particula se esta acelerando. La aceleracion media producida en el intervalo At = ¢, — #; se

define como ¢l cociente

Av
a,=—
At

donde Av es la variacion de la velocidad instantinea en dicho intervalo. La aceleracién
instantanea es el limite de la aceleracion media cuando el intervalo tiende a cero

CAv dv d’x
alt)=lim=—="==
a-0At dt dt?

Como la velocidad es a su vez la derivada de la posicion respecto del tiempo, la
aceleracion resulta ser la derivada segunda de la posicion respecto del tiempo.

Como habiamos sefialado al comienzo, una vez determinada la posicion en funcion del
tiempo se posee toda la informacion relevante para la evaluacion de cualquier otra magnitud
cinematica.

Usualmente el problema mads interesante es el problema inverso: dada la aceleracion
instantanea a (t ) , determinar la posicion de la particula en funcién del tiempo x(t ) . En efecto la

aceleracion es la magnitud que aparece en la ecuacion de Newton y por lo tanto cuando las fuerzas
dependen explicitamente del tiempo, se puede determinar directamente. Para calcular la posicion
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10 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

debemos invertir el proceso anterior pasando de la aceleracion a la velocidad y de ésta a la
posicion.

Obviamente dada a(t ) la velocidad sera una funcion tal que su derivada es igual a la
aceleracion: v(t) sera por lo tanto una primitiva de a(t) .

W)=Al)C, d‘;(f):a(t).

Por consiguiente dada la aceleracion, la funcién velocidad queda determinada a menos de
una constante. En otras palabras, la aceleracion no tiene informacion suficiente para determinar a
la velocidad en forma tinica. Sin embargo veremos que basta conocer la velocidad en cualquier

instante de tiempo para eliminar toda ambigiiedad en la funcion v(t ) . Supongamos que en ¢ = f,
la velocidad es v,

v(to ): Yo :A(to )+C

entonces

C=—Alt,)+v,

v{e)=v, +A(0)-Als)

lo que determina completamente a v(t). Recordando el Teorema Fundamental del Calculo
Integral resulta

A)-Alw )= falop

y por lo tanto

v=vy+ Jalt Mt

ty
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Ejemplo:

Sea a(t)=2tm /s . Determinar v(t) sabiendo que en f#, =2s la velocidad vale

Vg =—3m/s.

Wt)=t+C
3=4+C

v(t)z(t2 —7)m /s.
Una vez que ha sido determinado v(t ) , el problema de calcular x(t ) se resuelve en
forma totalmente analoga

)=V(i)C %zv(t)

donde la constante C' se determina a partir de la posicion de la particula en alglin instante #,

x(t, )=x,=V(z, )+ C'

x(t)=x, + Jv{ .

ty

Podemos concluir por lo tanto que la aceleracion instantanea permite reconstruir la ley

horaria x(t) a menos de 2 constantes.
Va

Graficamente, dada la curva de velocidades, el
desplazamiento producido en el intervalo [to ,tl]

4
Ax=x(t,)-x(t, )= vl )t
)
es igual al area encerrada bajo la curva de velocidades.

Analogamente, el area encerrada bajo la curva
de aceleraciones a(t) es igual a la variacion total de

v

velocidad a lo largo del intervalo de tiempo considerado. t t, t

FIG. 6
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12 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Concluiremos esta seccion considerando el ejemplo del movimiento con aceleracion
constante, supongamos conocida la velocidad y la posicién en ¢z, = 0 .

a(t)za

yA !

v(t)=v0+ja(t)dt=v0 +at ;m
0
p at’
x(t)=x0+_|.(v0+at)dt =x0+v0t+—2 g
0 :
1
|

Un caso particular importante de este tipo de
movimientos es la caida libre de una particula en presencia del
campo gravitacional en las proximidades de la superficie terrestre.
Si orientamos el eje de coordenadas segun la vertical ascendente y nos limitamos al estudio de la
caida vertical de una particula, se cumple: a=— g , donde g representa el valor de la aceleracion

de la gravedad que es aproximadamente igual a 9,8 m/s* .

A 4
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MECANICA NEWTONIANA - Cinemética de la Particula. 13

I-3. Cinematica en 3 dimensiones.

I-3a. Movimiento general de una particula en 3 dimensiones

En el caso unidimensional era necesario para describir el movimiento en forma unica fijar
un origen y una orientaciéon de la recta. En el caso
general, la posicion de una particula en un instante de
tiempo #, se describira por un vector 7 (to ) que va del

%
origen de coordenadas al punto que ocupa la particula en l‘(to)
dicho instante.

Deseamos asignar al vector posicidon un o l‘(t)
conjunto de medidas que lo caracterizan Unicamente. 1
Una forma sencilla de conseguir este objetivo es
definiendo un sistema de ejes cartesianos rectangulares

Oxyz. FIG. 8

Sean i, j,k los vectores de la base ortonormal directa 'asociada a dichos ejes. Es decir
que se verifica que:

. T2 _ 72712
e Labase es normal, por lo que estd formada por versores: i © =j "=k “=1.

e Son ortogonalesentresi: [ - j =i -k=i-]=0.

. Ylabaseesdirectaporque:;X}::k; jxl;:;; IEX;:]

El vector posicion puede describirse pos sus componentes en dicha base, que de acuerdo
a la regla de suma vectorial cumplira:

F=xi+yj+z k

Analizando el problema en forma totalmente andloga al caso unidimensional
concluiremos que una descripcion completa del movimiento estard dada por su ley horaria

' - Por algunos detalles adicionales ver la Seccion 0.3.b.ii en el Capitulo 0 — Introduccion y
Conceptos Preliminares.
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14 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

=~

>
o
-y
y
<

FIG. 9

F(e)=x( )i +y(t)] +=(¢ )k

Los valores especificos de las
componentes (x,y,z) de la posicion
de una particula dependeran
obviamente del sistema de referencia
elegido. No existe ningin criterio
absoluto para preferir un sistema frente
a otro, la eleccion es materia de gusto o
mas bien conveniencia. Dice Newton
en los Principia: "Pero a causa de que
las partes del espacio no pueden ser
vistas o distinguidas entre si por

nuestros sentidos, utilizamos en su lugar medidas sensibles de ¢él ... y asi en vez de posiciones y

movimientos absolutos, los utilizamos relativos".

I-3b. Desplazamiento, velocidad y aceleracion

Estamos ahora en condiciones de introducir los conceptos de desplazamiento, velocidad y
aceleracion en el caso de un movimiento general de 3 dimensiones.

1-3b.i) Desplazamiento y Velocidad.

Za
tl
\?‘ AT
7 e
. y
FIG. 10

Curso 1999

El desplazamiento sufrido por la
particula en el intervalo [tl,tz] es el

vector asociado al segmento orientado
que va del punto ocupado por la particula
en ¢, al punto ocupado en ¢,

Obviamente
Ar=r,—r,

Se define la velocidad media de
la particula en el intervalo (tl ,tz) como

el cociente del vector desplazamiento
AF yelintervalo At = t, — ¢,
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Y

v, =—
At

La velocidad media no es por lo general una magnitud interesante ya que el modulo del
vector desplazamiento no es en general igual a la distancia recorrida sobre la curva. Sin embargo
si consideramos intervalos de tiempo cada vez mas
pequeiios, el mddulo del desplazamiento se aproxima a
la distancia recorrida por la particula y su direccion
tiende a coincidir con la direccion del vector tangente a
la curva en el punto A ocupado por la particula en el
tiempo ¢, .

Se define el vector velocidad instantanea
como el limite de la velocidad media cuando el
intervalo de tiempo At tiende a cero

. .. AF dr
v=Ilim—-=—,
A0 At dt
dicho limite es la derivada del vector P respecto de t.
Para calcular las componentes de la velocidad

consideremos
F(6)=x(e ) +y(2)] +=(t)k.

Sipasamosdetat + At
Ft+At)=x(t+Ar)i +y(t+A8)j +z(t+At k.

El desplazamiento que se produjo en el intervalo [t AL ] es

AF=F(t+At)-7 ()=

= [t A (e JF +[ 1 Ay (0] + {21 ) =

=Axi +Ay j+Azk

y por consiguiente

v=Ilim—=lim| —i+——j+—

AP Ax- Ay- Az-|
A0 At A0l Af - AT At
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16 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

dx- dy- dzl;_df

=4+ _ =

“ar ad A ar

que nos dice que las componentes de la derivada de un vector son las derivadas de las
componentes.

I-3b.ii) Propiedades de la Derivada de un Vector.

La demostracion anterior realizada para la derivada del vector posicion vale para
cualquier otro vector, y por consiguiente dado

Alt)=A,i+4, j+Ak

su derivada es
A A —A(¢) dA. - dA, .. dA -
dt  n-0 At dt dt dt

Usando la propiedad que acabamos de establecer, las siguientes expresiones, que nos dan
las derivadas de operaciones con vectores, son de facil demostracion:

L0220+ 22 )

dt
d\AB)_dA - dB
dt dtdt
dld)_ad,; ;a8
dt  dt dt
d T Nl dMe)- . \dA
o)A A4
o= Yanes

donde A,B son funciones vectoriales de t, y A es una funcién escalar ordinaria de t.

2 - Como veremos en breve, ésta es en realidad la derivada de un vector respecto al sistema de

referencia elegido, dado por la base i, j,k . En este sistema de referencia esos vectores deben

considerarse fijos, es decir, los mismos no dependen del tiempo, y sus derivadas son nulas. De lo
contrario, habria que derivarlos como si fuesen ellos mismos vectores dependientes del tiempo.
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MECANICA NEWTONIANA - Cinemética de la Particula. 17

Las propiedades anteriores nos resultardn de gran utilidad y de aplicacién muy frecuente
en el resto del curso.

1-3b.iii) Aceleracion.
Pasemos ahora a la definicion de la aceleracion instantanea.

El vector aceleracion instantanea se define como la derivada del vector velocidad
instantanea respecto del tiempo

en componentes

de* di? dt*

I-3b.iv: Notacion para la Derivada Temporal.

Como vemos, en la definicion de las cantidades Cinematicas Velocidad y Aceleracion, el
concepto de derivada respecto al tiempo es de suma importancia. Es por eso, y por lo frecuente del
uso que les daremos, que introduciremos ahora una notaciéon que nos simplificara mucho las
expresiones que usaremos todo a lo largo de este curso. Utilizaremos puntos para indicar la
derivacion respecto al tiempo, escribiendo el punto encima de la funcién que debe ser derivada, y
el nimero de puntos indica del niimero de veces que estamos derivando, o sea, si se trata de una
derivada primera, segunda, etc. Asi:

Aplicandolas a las cantidades de nuestro interés tenemos:
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18 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Estas expresiones son particularmente ttiles para el calculo directo de la velocidad y la
aceleracion.
Ejemplo:

Sea
7=Rcoswt i + Rsenwt j

donde R y o son dos constantes, 7 (t) describe el movimiento de una particula en el plano Oxy.

Como xz(t )+ yz(t )=R2 la particula se mueve en una

Y4 circunferencia. Entonces
V=—Rosenwti +Rocoswt |
r y
< d=—o"Rcosoti —m” Rsenot |
ot »
o X Obsérvese que |v| = Rw es constante y su
direccion es tangente a la circunferencia, mientras que
a=—'F
tiene la direccion del radio.
FIG. 12

I-3b.v: Trayectoria. Ley Horaria e Integracion de Ecuaciones.

Al lugar geométrico de los puntos ocupados por una particula en su evolucion temporal lo
llamamos trayectoria. En el ejemplo precedente la trayectoria de la particula es una circunferencia

de radio R. Siempre es posible determinar a partir de la ley horaria 7 (t) la trayectoria de la

particula. En efecto las componentes del vector posicion (x(t ), y(t ),Z(t )) son por si mismos una
descripcion paramétrica de la curva seguida por la particula.
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MECANICA NEWTONIANA - Cinemética de la Particula. 19

Consideremos ahora el problema inverso. Dado el vector aceleracion ﬁ(t) nos

proponemos determinar el vector posicién ¥ (t ) en funcion del tiempo, es decir, lo que hemoa
llamado ley horaria.

Sea

a(t)=a (t)i +a,(t)j+a.(t)k

Las componentes de la velocidad \7(1‘ ) deben ser tales que sus derivadas coincidan con
las componentes respectivas de la aceleracion. Es decir

V(t)zvx (t)17+vy (t)j+vz (l)/g

con

y por lo tanto

v (t)=A(+C, v, ()=A (tHC,, v (t)=A_(t+C,

z

donde AX,Ay ,A _ son respectivamente primitivas de a.,a,,a.; y C,, Cy, C., son tres

z

constantes. En notacion vectorial podemos escribir

i(t)=A(t)+C

A()=[ale)dr =] 4,()ar)7 + ([ 4,(0)de) T+ (] 4.(c) )&

Si se conoce el valor de la velocidad en alglin instante de tiempo ¢, . se puede determinar

con:

el vector constante C :

por lo tanto:
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20 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

50)=7, +A()-Alt,)= 7, + [al) s

Por consiguiente, dada la aceleracion en funcion del tiempo y la velocidad inicial
ﬁ(l‘o )=\_50 , hemos podido determinar la velocidad en funcion del tiempo; es decir, la velocidad

para cualquier instante ¢.

Un razonamiento anilogo nos permite determinar la posicion 7 (t ) , una vez conocida la

velocidad \7(t ) , y la posicion inicial 7,=r (l‘ 0)

t
Fe)=7,+ V()= Ve )= 7, + [5(e) dt
ty
donde V(t ) = J.\7 (t ) dt es una primitiva de la velocidad.

Ejemplo: (caso con aceleracion constante)

Sea

con a constante, y donde hemos elegido los ejes de modo que el vector aceleracion solo tenga
componente segin Oz. Se desea determinar la posicion sabiendo que ent =0,

Vo=V, i +v,_k,y r,=z,k+x,i .

ox

Una primitiva de la aceleracion es

A(t)zaﬂ;
y por lo tanto
(t)=, + atk =v, i +(v, +at)l€

A su vez, una primitiva de la velocidad es
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2
V(t):aoH%z;

y por consiguiente

2

F(t)=F0+\70t+%k

2

F(z‘)z (xo +voxt)f+ zZ, +vazz+% k

Observamos que la particula en su movimiento permanece en el plano Oxz.

I-3¢c. Movimiento de un proyectil

Z . .. .
4 Un ejemplo de movimiento con aceleracion

constante es el de un proyectil lanzado cerca de la

superficie de la Tierra cuando puede despreciarse el

rozamiento del aire. En ese caso, el proyectil posee

v, una aceleracion constante dirigida verticalmente

'ﬁ— hacia abajo. Si escogemos el eje Oz vertical y con su

| sentido positivo hacia arriba, el eje Ox horizontal en

I el sentido de la componente horizontal de la
: velocidad cumplira:

I

I

I

I

I

Z,

a=—gk

V=v,c080,7 +(v,sen0,— gt k
FIG. 14 1050y 7 +{rosend, —g1)

- - 1 -
7 =(x, +v,cos6,t)i +(z0 +v, seneot—Egt2 ]k

La trayectoria del proyectil es una parabola con concavidad negativa. Para probarlo,
calculemos z en funcion de x.
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22 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

X%
v

ox

z=2z,+ Yoz (x—xo )— £ > (x—xo )2
VOX 2V

(229

Supongamos que el proyectil se lanza desde un punto de la superficie terrestre que
hacemos coincidir con el origen de coordenadas. En ese caso la trayectoria del proyectil estara
dada por:

— voz _ g - x2 .
V. 2v

(229

El alcance D del proyectil estard dado por la interseccion de la trayectoria con la
superficie terrestre. En otras palabras, sera el valor de x para el cual z vuelve a anularse.

‘ D 2V, Vo _ v, sen20,
g g
¢ D " "X
Como el maximo valor de sen2 6,
FIG. 14 es 1 para 26, = 90° o sea @, = 45°, el

2

V
L. . . . 0
alcance maximo se obtiene para dicho angulo y vale — .

Conviene recordar que para obtener este resultado, hemos despreciado una serie de
fenémenos que intervienen en el movimiento real de proyectiles:

1) No hemos tomado en cuenta la resistencia del aire, que ejerce una fuerza opuesta al
movimiento, dependiente de la velocidad y de la densidad del aire.

2) Hemos ignorado las variaciones de la gravedad con la altura, debidas a la
dependencia de la fuerza de gravitacion del cuadrado de la distancia al centro de la
Tierra.

3) Hemos ignorado el movimiento de la Tierra que hace que la trayectoria se desvie

levemente del plano Oxz, debido a las fuerzas de Coriolis que analizaremos mas
adelante.
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Esta situacion es tipica de toda descripcion fisica de un fendmeno: uno modela el
fenémeno teniendo en cuenta unicamente los elementos que parecen ser mas relevantes y si desea
ganar en precision se incluyen nuevos factores en el modelo. El orden en que debemos incluir
cada uno de los efectos dependera de la importancia relativa que cada uno tenga, y la introduccion
sucesiva de los mismos nos ird dando resultados mas precision. Hasta donde conviene complicar
el modelo dependera de con cuanto error queramos estimar el resultado.

Ejercicio:

Discuta, a priori’, la importancia relativa de los factores antes mencionados, y en qué
orden deberian ser introducidos en un modelo segin estemos describiendo el movimiento de los
siguientes proyectiles, y en qué casos no tendria sentido introducir alguno de los efectos:

1) Un proyectil o cohete lanzado en direccion vertical intentando quedar en Orbita.

2) Una pelota de papel que es lanzada desde la ventana de un edificio.

3) Un misil intercontinental que es lanzado en forma rasante a la superficie terrestre.

4) Una piedra lunar que un astronauta lanza a otro mientras exploran la superficie de la
Luna

I-3d. Sistemas de coordenadas

Aunque el método mas simple para localizar una particula en el espacio es darse las
componentes cartesianas del vector posicion, existen muchos problemas en que resulta
conveniente trabajar con sistemas de coordenadas no cartesianas. Estudiaremos algunos de los
sistemas de coordenadas mas usados, evaluando en cada caso las variables cinematicas, posicion,
velocidad y aceleracion.

1-3d.i) Coordenadas polares planas.

3 _ Es decir, sin intentar modelar matematicamente los mismos. La resolucion en forma exacta de
uno u otro problema seria un interesante ejercicio para plantearse en el proximo capitulo.
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24 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Consideremos una particula obligada a moverse en un plano. Sea Oxy dicho plano, las
componentes cartesianas de la posicion, velocidad y aceleracion se obtienen imponiendo la
condicion z = 0.

Por ejemplo:

F=xi+yj]
Ya 6 Las coordenadas polares r, 6 estan
- E) relacionadas con X, y por las siguientes ecuaciones
e6 r
......................................... x=rcosO y=rsenb
? A s P 6]
- 0 - r=yx"+y’ E)zArtgZ
- X x
1

Al vector unitario en la direccion definida
FIG. 15 al incrementar » dejando 6 fijo, le llamaremos

€, 'y al vector unitario de la direccion definida al incrementar 6 dejando r fijo, le llamaremos
ée . Dichos vectores se pueden expresar en la base cartesiana por:

é,=cos0i +send j

&,=—senbi +cos0 ]

Obsérvese que la direccion de estos vectores cambia con &, en particular

de

I

do

ae __ cosi —sen@j =—é,
do

=—senbi +cos0] =2,

En coordenadas polares, el vector posicion del punto P esta dado por

r=re

I

Para describir el movimiento de una particula en coordenadas polares habra que dar r(t)

y e(t ) lo que permite determinar
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El vector velocidad resulta ser
. dF dr. dé.do .. .
V=—-=—o®¢ +r———=r¢, +rbe,.
dt dt do dt

Por consiguiente la velocidad tendré en general, componentes segin €, y €, dadas por

v, =F,v, =10

El vector aceleracion es

_dv .. .ded0 ... .. .de, dO
a=—-=re +r———+r0e,+rbe,+r0——
dt do dt do dt

= (i’—re2 ) e, +(r§+2ff9) e,

y por lo tanto sus componentes segun Er y 59 son

a,=F-r0’  a,=ro+2i0

Ejemplo:
Sin duda la aplicacion mas simple de estas Ya V N
coordenadas es al estudio del movimiento circular. € ?
r
En ese caso r(l‘ )=R y por consiguiente @
v =Réée . La velocidad esta dirigida segun la tangente a la
circunferencia. Por otra parte: X
d=—RO’¢,+RO¢,
El término RO? se denomina aceleracion FIG. 16

centripetay RO la aceleracion tangencial.
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26 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

La cantidad ®w=—se denomina la velocidad angular, se mide en radianes por segundo

(rad/s ) o simplemente, s~ .

Cuando la velocidad angular es comstante @ = @, , se dice que el movimiento es
circular uniforme:

. - = , = 2=
La velocidad v=Rwe, tiene modulo constante y la aceleracion a=— Rw; €, solo

tiene componente centripeta ya que ® = 0=0 .

La aceleracion centripeta se debe al cambio de direccion del vector velocidad en el
tiempo.

El movimiento circular uniforme es un ejemplo de movimiento periddico, la particula
pasa por cada punto de la circunferencia a intervalos iguales de tiempo.

En efecto O=wm 0 sea 0=t +C.
Sient =0, 0= 6, , resultaque C=0,y6(t)=ax+8,.

El periodo T es el tiempo requerido para dar una vuelta completa, es decir
9(t+T)=9(l‘)+27t ,0sea
co.(t+T)=0)t+2n
_ 2z

y T
w

La frecuencia V es el numero de vueltas que da la particula en una cantidad de tiempo

Cuando el periodo se expresa en segundos, la frecuencia debe expresarse en s,

también llamados Hertz (Hz).
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La velocidad angular, el periodo y la frecuencia estdn relacionados por

o = 2:27rv.
T

1-3d.ii) Coordenadas cilindricas.

z Las coordenadas cilindricas
¢ e (p,(p,Z ) estan definidas por las ecuaciones:
pk
> X=pCcoso,
¥4
X P y y=pseno,
¢
v y S

o ala inversa
FIG. 17

Como en el caso de las coordenadas polares planas definimos Ep incrementando p y
dejando z y ¢ fijos; é(p incrementando ¢ y dejando p y z fijos; €, incrementando z y dejando p

y ¢ fijos. Los vectores Ep , €,, €, forman una base ortonormal directa. Sus componentes

(P b
cartesianas son:

€, =cospi +seny j
€, =—Seni +cosQ j
.=k
El vector posicion de un punto P en coordenadas cilindricas se expresa

r=pe,+ze,
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28 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

El movimiento queda determinado al darse p(t), (p(t)y Z(t) .
En particular la velocidad

_dr .. de .
v=E=pep +pd—(p+zez

=pe, +ppe,+ze,
y la aceleracion
dv .. de, . . dé
E:Pep“‘Pd_(P(P"‘P(P%"'P(P%"'P(P d_+Zez

=(p-p¢* e, +(pi+2p9)e, +ze.

a=

Cuando el movimiento estd restringido al plano z = 0 la presente descripcion coincide
exactamente con la obtenida en coordenadas polares planas.

Por otra parte, si la particula se mueve sobre la superficie de un cilindro de radio R.
p(r)=R
v=Rope,+zZe,

a=—-R¢’é +Rpe,+ze,

1-3d.iii) Coordenadas polares esféricas

Las coordenadas polares esféricas

z i (r,e,(p) estan definidas por las siguientes
€ ecuaciones
P =rsenfcos
0 < x=r )
z y=rsenBsen@
y z=rcos0
X ? P
/ y p' \? Las coordenadas x e y se obtienen
X P observando que la proyeccion de OP sobre
el plano Oxy es OP'=rsen0 .
FIG. 18
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Los vectores unitarios ér ,ée,é@ estan definidos, como en los casos anteriores,

incrementando respectivamente » , € y ¢ . Esa triada asi ordenada forma una base ortonormal
directa®. Sus expresiones en coordenadas cartesianas seran:

¢, =senfBcospi +senbsen j +cosd k
é,=cos0cos@i +cosbsene j —send k

€,=—SenPi +cos P j

Se pueden obtener estas expresiones proyectando los vectores €, ,Ee y E(p sobre los ejes

cartesianos a partir de la figura 18; haciendo uso del vector auxiliar ép de coordenadas esféricas,

observando que:

e =sen6é’p+c0s9E
e, =cosOe, —senbk

y usando las expresiones de coordenadas cilindricas.

Sin embargo existe un método sistematico para obtener esta descomposicion en cualquier
sistema de coordenadas. Se comienza expresando el vector posicion en la base cartesiana.

7 =rsenOcospi +rsendseng j +rcosOk.

Los vectores unitarios se obtienen derivando # respecto a la coordenada que es
incrementada y luego normalizando el resultado. Es decir

Z—r = senOcos@i +sendseng ; +cosd k.
r

I%
Como |—|=1, entonces
r

* - Es importante acotar que para que esto sea asi, el angulo 6 debe estar orientado como en la
Figura, de manera que barremos todo el espacio cuando 6 va de 0 a «t, asumiendo que ¢ vade 0 a
27. Es usual definir 6 de forma que se mida a partir del plano Oxy, y en sentido contrario al de la

Figura. En este 0 varia de - /2 n/2 'y €, queda orientado en sentido contrario, por lo que la terna

€, ,6y, é(p es ortonormal indirecta, y debemos intercambiar €, con &, para que se torne directa.
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. or F - - -
e, = or = senBcos@i +senBsen j +cosO k.
or/ |or
a—gzrcosecoswf+rcos@sen(p]'—rsenel€
or
——|=r , entonces
. lor - - -
€, =———=cos0cos@i +cosOsene j —senOk
r
Finalmente
or - -
6_= —rsenBsen@i +7rsenbcosQ j
¢

or
—|=rsenO , entonces
o9

€, =—SenQi +cosQ j

Para calcular la velocidad y la aceleracion de una particula es necesario tomar en cuenta
que los vectores unitarios varian con el tiempo y por consiguiente nos resultara til evaluar.

55r - r >
=é, =é, send

00 o

%: e aﬁ: e _coso

0 oo °
oe oe N -
—0—0 —=_¢_senB—¢, coso
00 o

Tomando en cuenta que el vector posicion se expresa

7=ré(0,0)

yquer, €, ¢ son funciones del tiempo, resulta que
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. dr .. Oe oe. .
v=—--=re, +r—9+r—(p
dt 00 o

=re, +r0é,+rpsende,

y que
v 06, 6@
a=—=ie, +r—=0+r—-¢
d ae o9
T O Y L Y
0 0o

. . iy . ¢, .
+ (r(psen9+ r(psenGJrr(pGCOSG)e(p + r(psenea—e‘PG

+r@sen

Sustituyendo las derivadas de los vectores unitarios obtenemos
a =(if'—r92 —r¢’sen’ e)é, +
+ (ré+27>é—r('p2 senecose)é9 +
+ (rq')sen9+ 27 (psend +2r(p9cos6) é,

Cuando el movimiento esta restringido al plano Oxy se cumple

0=—, 6=0=0
2

y se recuperan una vez mas las expresiones de la velocidad y la aceleracion en coordenadas
polares planas.

I-3d.iv: Coordenadas Curvilineas o Intrinsecas

Otro sistema de coordenadas que nos sera de gran utilidad durante el curso, sera el
sistema de coordenadas intrinsecas. El mismo describe el movimiento de una particula a través de
una unica coordenada, llamada abscisa curvilinea y que la notaremos con la letra s; y una base

ortonormal directa denominada el triedro de Frenet, formada por los versores tangencial 7,
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normal 7i 'y binormal b . Esta descripcion es altamente conveniente cuando, por alguna razon, se
conoce a priori, la trayectoria especifica que sigue la particula en estudio.

Efectivamente, en muchos problemas a estudiar, la particula estara obligada a moverse
sobre una curva predeterminada, sea porque se trata de una argolla andando por un alambre con
una forma dada, un carro en una montafia rusa, o un producto manufacturado moviéndose sobre
una cinta transportadora. En uno u otro caso existe cierta imposicion al movimiento del cuerpo en
estudio que es lo que llamaremos vinculos.

A continuacion pasaremos a definir cada uno de los elementos antes mencionados y decir
codmo quedan escritas las cantidades cinemética velocidad y aceleracion, en estas coordenadas.

Abscisa Curvilinea.

Como dijimos anteriormente, la ley horaria
- o
r= r(t ) , que en coordenadas cartesianas es equivalente a dar

tres ecuaciones escalares x = x(t), y= y(t), z= Z(t), nos
da la trayectoria de la particula. Efectivamente, estas
ecuaciones dan la posicion de una particula en funcion del
tiempo y a medida que varia el tiempo iran describiendo una
curva en el espacio. En forma genérica, no es necesario que ¢ FI1G. 19

sea el tiempo, sino que la curva puede ser descrita en funcion

de un parametro arbitrario &; es decir, en coordenadas cartesianas una curva viene determinada

dando tres funciones escalar X = x(&), y= y(&), z= Z(&) Un parametro usual conveniente es

la longitud de la curva medida a partir de algin origen O. Esta es la coordenada intrinseca s. La
misma esta definida considerando un incremento diferencial en el parametro & que describa la
curva, de forma que:

+

6)(/'? aya 62—’
aG o8 g

di = (dx)i +(dy)j +(dz)k = de

La distancia recorrida por el punto (diferencial de longitud de arco) es:

i =l =@} =@ v @@ = (2] o 2] o[(Z) e

. Hay un pequeiio detalle de que s puede crecer en el mismo sentido de & o en sentido inverso.
En el caso que orientemos s en sentido deberiamos agregar un signo de menos (—) antes de la raiz.
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por lo que la distancia total, o longitud de arco, recorrida desde el punto O (siendo que este
corresponde a la posicion en la curva en que el parametro & = &) es:

ol (o) (e
s)=[ae || = | +| = | +| =
&[ o) \eg) ek

En el caso particular que tengamos las leyes horarias x = x(t), y= y(t), z= Z(t),
entonces tendremos que, si la particula pasa por el punto O en el instante t,.

s(t)= j.dt\/)'cz +y 427 = j.dt w(t)

donde v(t) =X> + P> +2° esel modulo de la velocidad de la particula.

De esta manera podemos ubicar la particula en su movimiento sobre la curva, ya que ella
se encontrard a una distancia s(f) del punto O.

Observemos que con la definicion anterior s(7), siempre crece con el tiempo; o sea, asi
s(?) es la distancia recorrida por la particula sobre la curva. Sin embargo, en algunas aplicaciones,
puede ser interesante considerar a la coordenada curvilinea s como una distancia con signo,
medida sobre la curva que recorre la particula, desde un punto O de la curva. El signo tendria
relevancia para decirnos si la particula se encuentra a un lado u otro de O. Para tener en cuenta
esto, en la definicion anterior de s en funcion del tiempo, alcanzaria que estemos atentos a cuando
la velocidad cambia de signo®; y cuando lo haga, cambiemos el signo de la raiz, ya que el

movimiento seria en sentido contrario. Es decir, considerariamos el modulo de la velocidad v(l‘ )

con signo: V(t ) = i\/)'cz + j/2 +z° segun la particula se mueva en un sentido u otro sobre la

8 _ Para tener en cuenta esto debemos estudiar los cruces por cero de la velocidad, ya que nosotros
consideraremos solo funciones continuas de velocidad y posicion. No consideraremos casos en
que la velocidad o la posicion presenten discontinuidades. Cuando la velocidad cambia
bruscamente y tiene una discontinuidad se dice que el movimiento es impulsivo, y no lo
estudiaremos en este curso. Si la posiciéon cambiase bruscamente de valor y presentase una
discontinuidad, estariamos en presencia de velocidad infinitas, que no son aceptables fisicamente.
Recordemos que para velocidades cercanas a la velocidad de la luz la Mecanica Newtoniana deja
de ser conveniente para el estudio de los fendmenos involucrados en el problema.
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curva. ' La conveniencia de una u otra definicion vendra dada por el problema particular en
estudio.

Vector Tangente y Velocidad.

Ya dijimos en la seccion I-3b, que a medida que el incremento de tiempo entre dos
instantes se torna infinitesimal, el desplazamiento correspondiente tiende a ser tangente a la curva,
como muestra la Figura 11. Asi que podemos definir el siguiente vector que es tangente a la curva:

- dr .. A
t =—=lim—
dS As—0 Ag

Es facil ver que, por la definicion de coordenada curvilinea s, este vector tangente es un
versor o vector unitario, ya que:

- (df)z (@F) _(ds)’ _,

“lds

Es inmediata la demostracion de que la velocidad siempre esta dirigida segun la tangente:

ar drds .-
==y
dt ds dt

J=F=

ds

Observar que esto es coherente con que § = ? = v(l‘) sea el modulo con signo de la
t

velocidad. El signo dependera de como orientemos el versor tangente ‘.

Normal, Binormal y Aceleracion.

Ahora observemos que este versor tangente, si bien siempre mantiene su modulo
constante e igual a uno, cambia de direccién con el tiempo, a medida que la particula va

7 - Esta discusion surge debido a que, para una descripcion conveniente para una curva en el
espacio en la forma Xx = x(i), y= y(ﬁ), z= Z(i), el pardmetro & debe determinar

univocamente un punto sobre la curva. Mientras que en la descripcion a través del tiempo ¢, la
particula puede pasar por el mismo punto para diferentes instantes.
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recorriendo la curva (salvo que esta sea una recta, caso particular que no nos interesa estudiar por
este método). Por lo tanto podemos intentar derivar respecto al tiempo la siguiente igualdad:

P=f1=1
0 sea:

() =Ff+if=20-71=0 = {7=0

Esta es una propiedad general de los versores que varian en el tiempo, su derivada
respecto al tiempo es perpendicular al propio vector. En este caso en particular se cumplira
también que:

= t
por lo que como # es paralelo a d_ , y este vector es también perpendicular al vector tangente.
S

Definiremos un versor que tenga la direccion de este ultimo, y, como es perpendicular a la
tangente le llamaremos versor normal:

il
pds

— -1

dt

siendo p = d_ para que 7 sea versor. A p se le llama radio de curvatura de la trayectoria, y
S

la direccion de # la elegiremos de forma que p sea siempre positivo. Esto hara que por
convencion, 7 esté dirigido hacia el interior de la curva, o sea, en la direccion en que ella se

t
dobla. El radio de curvatura sera mayor cuanto mas chico el médulo de la derivada d_ , es decir
S

cuanto menor el cambio en la tangente respecto a la longitud de la curva, o sea, mas abierta sea la

t
curva. En el caso extremo de que d_ =0, el radio de curvatura p tendera a infinito y la normal
S

no estara definida. Salvo en algin punto singular de poco interés para nosotros, esto solo ocurre en
el caso de una recta, en la que obviamente todas las direcciones perpendiculares a la tangente
pueden definirse como versores normales sin perder generalidad.
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Finalmente, para determinar completamente el triedro de Frenet, definiremos otro versor,
también normal a la curva pero al que llamaremos binormal, porque a partir de su definicion, sera
perpendicular tanto a la tangente como a la direccion hacia la que se dobla la curva:

b=txn
Y con este versor binormal, b , la triada #,7,b serd una base ortonormal directa.

Finalmente, veremos como queda la aceleracion de una particula en este sistema de
coordenadas:

L (e e s - dfds ..
a:v=(st) =St +S5t =St +5s——=5t +s
ds dt

2

o |3

0 sea:

Como vimos antes, la expresion de velocidad de una particula escrita en coordenadas
intrinsecas, nos dice que la misma es tangente a la curva. Ahora vemos que su aceleracion tiene
una componente tangencial, que depende de la rapidez con que aumenta el médulo de la velocidad

§= (S)', y otra componente segiin la normal, que es proporcional al médulo de la velocidad al

cuadrado y al inverso del radio de curvatura p. La aceleracion no tiene componente segun la
binormal.
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Ejercicio:

Demostrar que en una curva plana cualquiera x = x(&), y= y(&), z =0 contenida en
el plano Oxy, la tangente y la normal estan contenidas en dicho plano mientras que la binormal es

perpendicular al mismo (b = i/; .

Ejemplo:

Consideremos nuevamente el ejemplo del movimiento circular estudiado anteriormente.
Como vimos, para el mismo se cumple que:

7(£)=RE,
_ o sea, en coordenadas cilindricas:
J r(t)=R
- (p(t)Z(p(t) , que en cartesianas es:
: z(t =

Donde la velocidad es:

7=—Rgsen((t))i + Rocos(p(r))/

lo que vimos es:

F=R¢é,

FIG. 20 .
Queremos el triedro de Frenet y

la coordenada curvilinea s en funcion de

¢(t). Tendremos que, asumiendo que @(ty)=0, y medimos s desde el punto Ri , debemos hacer:

s(t) = jdzw/xz +5°

)
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donde X e ) son las coordenadas cartesianas de la velocidad, que nos dan:

5(0) = [ R f{ocos(ol)) + @sen(olt))?

0}

Si le damos a §, que es el integrando de la ecuacion anterior, el mismo signo que a @,
de manera que s y ¢ crezcan en el mismo sentido:

t t ¢
. 2 2 .
s(e) = [ dt @R J(cos(olt)))* +(sen((t))}" = R[di 9= R [do=Ro
fy ) ()

resultado que ya es bien conocido de geometria que es que la longitud de arco de la circunferencia
es el angulo del mismo por el radio.

Luego, como ya sabemos:
V=R &, =sf
por lo que también deducimos que f= é(p .

Usando lo que ya sabemos de las coordenadas cilindricas el versor normal vendra
determinada por:

imp o pdtdt il Py P P o Py
d dt ds s S S R R
de donde deducimos que:
n=-—e, p=R

Observar que el versor normal es segun — €, y no segliin €, porque debe ser entrante'y

no saliente, por aquello de que se dirige hacia donde la curva se cierra, para que el radio de
curvatura asi definido sea positivo.

Finalmente para tener el triedro de Frenet completo debemos hallar la binormal, que
viene definida por:
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Sy

=ixii=¢,x(-¢)=¢ x&, =k

por lo que el triedro de Frenet es la base é(p ,—€,,k ,ylaaceleracion se escribe como:

(-¢.)=Rpe, - Rp*E,

o0 sea, el mismo resultado que teniamos para coordenadas polares.
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I-4. Movimiento Relativo

"Asi, supongamos el conjunto de piezas que permanecen sobre los cuadros de un tablero
de ajedrez. Decimos que estan en el mismo lugar, que no se han movido, aunque quizas el tablero
haya sido movido, entretanto, de una habitacion a otra."

Jhon Locke
Ensayos sobre el entendimiento humano.

I-4a Introduccion.

En el numeral anterior observamos que
resulta imposible determinar las posiciones z
absolutas de los objetos y solo podemos medir
distancias o intervalos entre puntos. Efectivamente,
cada vez que nos referimos a la posiciéon de un
punto P, la expresamos en una determinado sistema

de coordenadas a través de un vector posicion: 7, .

Este vector da la posicion relativa del punto >

respecto al origen O del sistema de coordenadas, lo 0 y
que es claro si hacemos uso de la notacion de un
vector como diferencia entre dos puntos: X

Fo =P—0=F,," El vector al que hacemos

. , . ., . FIG. 21
referencia nos dard la posicion del punto P, si

medimos el mismo a partir del origen de
coordenadas O.

Como veremos en las secciones siguientes, el movimiento del punto P no serfa el mismo,
si considerasemos que el punto O esté fijo que si estd en movimiento respecto a otro punto; o la

descripcion en coordenadas no seria la misma si la base 7, j,k estd fija que si se estd moviendo.

Es mas, anteriormente ya vimos diferentes sistemas de coordenadas, en algunos casos los versores
que formaban la base de los mismos eran fijos, en otros eran moviles. Uno puede pensar entonces

¥ - Ver Seccién 0.4.a.ii en Capitulo 0.
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que pensar en sistemas de coordenadas moviéndose entre si surge naturalmente de nuestro estudio
anterior de los sistemas de coordenadas. Esto lleva a un concepto mas amplio que es el de Sistema
de Referencia.’

Por esta razon el movimiento es un concepto relativo y depende siempre del sistema de
referencia escogido. Como es posible escoger diferentes sistemas de referencia, es importante
determinar como estan relacionadas las descripciones hechas desde diferentes sistemas. Por
ejemplo comparemos observaciones del movimiento de la Luna hechas desde dos sistemas, uno
situado en el Sol, al que llamaremos sistema S, y otro situado en la Tierra, al que llamaremos T. El
observador terrestre que usa el sistema T observarda que la Luna sigue una trayectoria
aproximadamente circular alrededor de la Tierra, mientras que vista desde el sistema S, la orbita
de la Luna aparecera como una linea ondulada muy proxima a la trayectoria eliptica de la Tierra.
Resulta obvio que ambos movimientos estan relacionados y que seria posible pasar de uno al otro
si tomaramos en cuenta el movimiento de la Tierra en torno al Sol; o sea, el movimiento de T
respecto de S. Como ya indicamos anteriormente la eleccion del sistema de referencia es cuestion
de conveniencia.Se escoge el sistema de modo que la descripcion del movimiento resulte mas
sencilla. El movimiento de la Luna por ejemplo se describird mas facilmente respecto a la Tierra y
el del Sol respecto al centro de la Galaxia.

I-4b Sistemas de referencia con movimiento de traslacion relativa .

Consideremos dos sistemas de referencia S = Oxyz y S’ = O'x'y'Z' cuyos ejes tienen la
misma orientacion pero tales que el origen O' del segundo tiene un movimiento dado respecto de
O del primero.

Nos interesa comparar las descripciones del movimiento de cierto objeto A vistas desde
ambos sistemas. En el ejemplo anterior, A seria la Luna, S un sistema situado en el Sol y S' un
sistema situado en la Tierra.

% - La naturaleza e importancia de los sistemas de referencia quedara clara en el proximo Capitulo
de Dindmica de la Particula. Por ahora aclaremos que un sistema de referencia es algo mas que
simplemente dar un sistema de coordenadas, como lo haremos a lo largo de este Capitulo. Por
ejemplo, en la Figura 22, si el punto O’ no se moviese respecto a O, entonces el movimiento de
cualquier particula seria el mismo respecto a los sistemas S y S’. Ambos sistemas S y S’ serian
equivalentes desde este punto de vista, y pertenecerian al mismo sistema de referencia, aunque atin
seguirian siendo diferentes como sistemas de coordenadas. El concepto de sistemas de referencia
estd asociado también al de movimiento de cuerpo rigido, que estudiaremos en la segunda parte
del curso. Si quisiésemos una definicion estricta de sistemas de referencia, por ahora podriamos
decir que un sistema de referencia es una clase de equivalencia de todos los sistemas de
coordenadas que no estan en movimiento respecto a los demés sistemas de la clase.
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Los vectores posicion del punto A vistos desde O y O' estan relacionados por

. FO)=7,, (e)+7(0)

Z 9
S A donde para simplificar la notacion le hemos
n llamado 7 al vector 7,, = A—O y 7' al vector

Py = A—O', pero mantenemos explicita la

Y notacién para el vector 7,,, =O—0', que es la

posicion del origen de coordenadas del sistema S’
respecto al S.

<V

Supondremos que el tiempo usado en

ambos sistemas para describir el movimiento es el

FIG. 22 mismo. Este es un postulado basico de la Mecanica

Newtoniana que implica, en otras palabras, que las

mediciones del tiempo no dependen del movimiento del observador y que dos relojes situados en

O y O' una vez sincronizados seguirdn marcando lo mismo. Como ya hemos observado esto es
cierto solo si las velocidades involucradas en el problema son mucho menores que la de la luz.

La velocidad vV de A respecto al sistema S se define
- dr dx? d - dz -
V=—=—i +—y] +—k
dt dt dt” dt

y la velocidad de A respecto de S' es

_, dr' dx'- dy'- dz':
Vi=——=—-i+——j+—k.
dt dt dt dt

Hacemos notar que para ambos sistemas la base i, j,k que determina los ejes de los

sistemas, es la misma, y como hicimos anteriormente podemos considerarla fija respecto a los
mismos.

Finalmente

_dr

00'

dx,.~ dy,, - dz,
— :x00i+ y00j+ ZOO

dt dt dt dt

es la velocidad del origen del sistema S’ respecto de S.
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Derivando respecto de t la relacion entre los vectores de posicion resulta

B(e)=v,,(6)+'(2).

La velocidad de una particula respecto del sistema S es igual a la velocidad respecto del
sistema S' mas la velocidad con que el sistema S' se mueve respecto de S; que es precisamente la
velocidad de su origen de coordenadas O’ respecto del sistema S.

Derivando nuevamente esta expresion obtenemos una relacion analoga para las
aceleraciones

- dv dv, dv' _ -

a(t)z—z—"" +—:am,.(t)+a'(t).

dt dt dt

Por lo general se le suele llamar al sistema S = Oxyz sistema fijo, al S” = O'X'y'z' sistema
mévil. A la velocidad V de la particula respecto al sistema llamado fijo se la denomina velocidad

absoluta, o simplemente V, ; a la velocidad V' respecto al sistema movil se la llama velocidad
relativa, o \7R ; y a la velocidad del sistema movil respecto del fijo \700, se la denomina velocidad

de transporte o de arrastre, y se la suele notar como V; . Los mismos nombres se aplican a las

aceleraciones respectivas. Las relaciones anteriores establecen entonces que: la velocidad
(aceleracion) absoluta es igual a la velocidad (aceleracion) relativa mas la velocidad (aceleracion)
de transporte. '°

Un importante caso particular de la Gltima relacion obtenida ocurre cuando el sistema
movil se desplaza con velocidad constante respecto del fijo En este caso

v,
dt

La aceleracion con respecto a sistemas de referencia con movimiento relativo de
traslacion uniforme es la misma

1% _ Observemos que esta nomenclatura es poco adecuada, ya que toda velocidad o aceleracion es
relativa a algun sistema y no conviene por lo tanto hablar de velocidades o aceleraciones
absolutas. Igual la utilizaremos por ser muy comun. Hay que tener en cuenta que estos son solo
nombres, y siempre debe especificarse bien respecto a qué sistemas las mismas estan siendo
medidas, o sea, cudl es el sistema absoluto y cudl el relativo.
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Ejemplo.

Cuentan los cronistas que Cristobal Colon descubrio tierra siguiendo el vuelo de ciertas
aves marinas que regresaban a tierra al atardecer.

S ) Si suponemos que la naves se movian hacia el

oeste con una velocidad de 15 km/h y que vistas desde

Y~ las naves las aves se dirigian hacia el sur con una

Al velocidad de 30 km/h. ; En qué direcciéon debid virar
|~ para encontrar tierra?.

El problema consiste en determinar la direccion
M N > ’X' que debe tener la velocidad del barco con relacion al
sistema M del mar.

FIG. 23
Para encontrar tierra esta debe ser colineal con
la velocidad de las aves respecto del mar ( Sistema M).

La velocidad de las aves respecto de las naves es
¥'=307 km/h.
La velocidad de la nave es

Vi =150 km/ h.

y por consiguiente la velocidad de las aves respecto al mar es

Vv=15{ +30j km/h.

y por consiguiente la nave debe virar al sur un angulo

azArtgngrth.

Obviamente Colon se las arreglo para llegar a tierra sin conocer las reglas del movimiento
relativo, y no existia en su época la Mecanica Newtoniana, pero no conviene seguir su ejemplo si
se pretende aprobar este curso.
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I-4c¢. Sistemas de referencia con movimiento relativo de rotacion.

Z, Consideremos ahora dos sistemas de
y referencia S = Oxyz y S’ = O'x'y'Z', con origen

de coordenadas comun O = O’, cuyos ejes rotan

uno respecto del otro. En otras palabras, la
z orientacion de los ejes del sistema S’ respecto
de los de S va cambiando en el tiempo. Si
introducimos los vectores ortonormales de las

bases asociadas a cada sistema, y les llamamos
i,j,k alosdeS,ei’,j',k" alosde$S’, el

1 vector posicion 7 se puede expresar como:

4 h‘_’i«

—.i(
h.J
§<‘V

F=xi+yj+zk
o bien
v Fl=x'T'+y'j'+z'k".
En este caso, ya que O y O' coinciden,
FIG. 24 el vector posicion es el mismo, o sea:

X

!
F=F
solo cambian sus componentes, porque en uno y otro sistemas de coordenadas lo expresamos en
. 11
una base diferente.

I-4c.i) Derivada de un Vector Respecto a Sistemas de Referencia en Movimiento.

Obsérvese que expresiones analogas valen para las componentes de un vector cualquiera

A . En efecto segln el sistema de referencia elegido
A=A i+A4, j+A4.k
YRS 1 "
A=A"i"+A,'"j'+A.'k
Esta situacion es tipica de los sistemas en rotacion relativa. En el caso anterior de

sistemas en traslacion, si bien cambiaban los vectores posicion de una particula, las componentes
de un vector libre eran las mismas en ambos sistemas.

La derivada de cualquier vector estaba definida por

'~ Por los detalles del concepto de un vector y su expresion en coordenadas, y de como deben de
cambiar estas al cambiar de base, referirse a la Seccion 0.3.b del Capitulo 0.
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dd_,. A(t+At)—A(t).
dt A0 At

Cuando los sistemas de coordenadas rotan uno respecto al otro nos encontramos con una
dificultad.

Un vector puede estar fijo respecto a uno de los sistemas y rotar respecto del otro. Es
decir que la forma en que cambian sus componentes depende del sistema de coordenadas. Por
ejemplo, los sistemas de la base i, j',k" estén fijos respecto a S°, porque forman parte de dicho

sistema, mientras que por la propia definicion rotan en torno a S. Por consiguiente, la derivada de
un vector respecto del tiempo depende del sistema de referencia, es decir, depende de la base de
vectores que se considere como fija.

Definimos la derivada d /d ¢ respecto al sistema S = Oxyz por

%:Axh,&yﬁflz%

(I |

y laderivada d' /dt respecto al sistema S’ = O'x'y'z' es
d'A - - . .-
SE AT A A
dt :

Ambas derivadas se pueden relacionar recordando que el cambio de las componentes
respecto a Oxyz se debe a dos factores. En primer lugar cambian las componentes del vector

respecto a O'x'y'z' y en segundo lugar los vectores i ',j',k' se mueven respecto al sistema Oxyz.

Por lo tanto

ai_dla7) dla7) alaw)

dt dt dt dt
ﬁ:Ax’fUrA ’j’+Az'l€’+AX’d—l+A 'd—]JrAZ'ﬁ
dt 7 dt 7 dt dt

A continuacion veremos que siempre es posible calcular explicitamente las derivadas de

(N |

la base mévil i',j',k" en términos de un vector que caracteriza la rotacion del sistema O'x'y'z

respecto del Oxyz, llamado velocidad angular.

Velocidad Angular
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Comencemos expresando las derivadas de los vectores 7', j',k' en la misma base mévil.

s

—=a, l?'+a12 ]"+a13 k'
dt

dj' - - -
d—Jt=a2li'+azzj'+a23 k'
d];' ] E i
Ezaﬂl +a,, j'ta, k

Los vectores moviles ;'(t ),j'(l‘ ),k'(l‘ ) satisfacen en todo instante t las relaciones de
ortonormalidad siguientes:

i'=1 =1 k'k'=1

i'j'=0 j'k'=0 k'i'=0

por lo tanto derivando la primera de estas ecuaciones tenemos que

di' - - di'
—.i'+i'—=0
dt dt
di' -
es decir —.i'=0
t
de las relaciones analogas para j' y k' resulta
dj' =, dk'
—]_]':0 —k'=0
dt dt
0 sea que ay = ayy = a3 =0.

Por otra parte derivando la ecuacion i'.j'=0 obtenemos:

di' - - dj'

! T
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procediendo andlogamente con las otras dos relaciones de ortogonalidad se obtiene que:
A B
dt dt dt dt

y
relaciones que implican @, =— @, ,Ay; =— A3, , 0y =— Q5.
Si introducimos ahora el vector velocidad angular ® siendo

=~ 17 1 V7
0=0,"1"t0,'j'to.'k

donde ® '=a,,,0, '=a,,m, '=a,. Se cumple:

di'
d_:wzv]v_myvkv_leu
t

dj' + s

d—jz—coz'iurwx'k':mxj'
t

dk' e -
d—=(oy'z '~ 'j'=oxk
t

Dada la importancia que tiene el concepto de velocidad angular en este curso, no
solamente en el estudio de sistemas en movimiento sino en toda la segunda parte del curso,
referente a Sistemas Rigidos, se da en el Apéndice de este Capitulo otra deduccion levemente
diferente y menos directa, pero mas elegante de la deduccion de estas expresiones; pero que nos
dan una férmula general de la velocidad angular de un sistema en movimiento.

Relacion Fundamental entre Derivadas de un Vector.
Volviendo a la forma de la derivada de un vector, podemos escribir:
di_d'i

="t A OXT + A,"Ox] + A oxk
dt dt .

O s€a:
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dd d'4
R Y
dt di

Esta es la relacion fundamental entre las derivadas asociadas a distintos sistemas de

ylzl

coordenadas. Obsérvese que si las coordenadas de un vector B en el sistema movil S = O'x
no varian, es decir si dicha recta estd en reposo en el sistema moévil, se cumple:

d—Bz(BxB.
dt

. d . . .
La derivada 11 respecto del sistema Oxyz, también es llamada derivada respecto al

sistema fijo o derivada absoluta, porque deja fijos los vectores del sistema S, al que podemos
llamar sistema absoluto, en el abuso de la nomenclatura introducida anteriormente y se la suele

. d' . . L. .
notar como d A / dt . La derivada d_ es llamada derivada respecto al sistema moévil o derivada
t

relativa, notandosela como d R / dt .

La relacion fundamental establece que: la derivada absoluta de un vector es igual a la
derivada relativa mas la derivada absoluta que tendria dicho vector si se encontrara en reposo en
el sistema movil.

En el caso particular que el vector que deseamos derivar es la propia velocidad angular se
cumple

dt dt

porque el producto vectorial de cualquier vector por si mismo da cero. Por ser la derivada de la
velocidad angular de un sistema respecto al otro, la misma respecto a cualquiera de los dos,

podemos usar sin ambigiiedades la notaciéon ®.

Interpretacion de la Velocidad Angular.
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Analicemos mas detalladamente el significado del

vector velocidad angular ®. Sea B un vector fijo en el
sistema movil, es decir que

Entonces se cumple para A¢ suficientemente (t)

AB(t)=B(t+At)—B(t )=t )x B(t)At.

Usando la definicion del producto vectorial resulta

que AB(t ) es tangente a una circunferencia de centro C,

proyeccion de B sobre ® y radio B send . Su magnitud FIG. 25

vale

|A/§|=(Bsen9)(0)At)

Por ese motivo los vectores en reposo respecto de un sistema mévil se comportan como si
en el instante t rotasen alrededor de un eje que pasa por O en la direccion de ® . En general la
direccion de ® varia a medida que el tiempo transcurre por lo que la direccion del eje también lo

hace.

I-4c.ii) Formula de Cambio de Velocidad.

Volvamos ahora a la descripcion del movimiento de una particula situada en P vista desde
dos sistemas de referencia en rotacion relativa. Como los origenes O y O' coinciden, ya habiamos
visto que el vector posicion de P es el mismo en ambos sistemas y sélo difieren sus componentes.
Estamos ahora en condiciones de relacionar las velocidades respecto de ambos sistemas de
coordenadas.

La velocidad respecto del sistema S = Oxyz es:
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_ dr dx7 dy—' dz -
V=—=—oi+—j+—k
dt dt dt” dt

mientras que la velocidad vista por un observador situado en el sistema movil es:

L, dr o dx'-, dy'- dz' -,
Vie—=—Ti"+—j'+—k
dt dt dt dt

Ambas expresan la variaciéon del mismo vector visto en dos sistemas distintos de
coordenadas y estan relacionadas por:

dr d'r _ _
——=———+®XF
dt dt

o sea V=V'+0OxF

Esta ecuacion permite relacionar la velocidad respecto al sistema fijo S = Oxyz, también
llamado sistema absoluto (V es la velocidad “absoluta”, por lo que también se la suele escribir

5.9

como V, ), con la velocidad V' respecto al sistema movil S’ = O’x’y’z’, también llamado sistema

relativo (V' es la velocidad “relativa” o vy, ).

I-4c¢.iii) Formula de Cambio de Aceleracion.

Para calcular la relacion entre las aceleraciones observemos que la aceleracion respecto al
sistema fijo Oxyz o aceleracion absoluta esta dada por:
— 2 —
_ dv d’r
a=—-=

dt dt*

=Xi+y]+%k

y la aceleracion respecto al sistema movil o aceleracion relativa por:
— 2 =
L, dv' d"r

W_ dtz :x|;v+j}|jl+2v]}.v

y utilizando una vez mas la relacion fundamental para la derivacion de un vector resulta:
_ dv dV'+oxi) dv' do . . dF
d=—=—"—"—""=——+—XF +OX—=

dt dt dt dt dt
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d'{}" pnd Lboe
- - - o (e
= T DXV +——XT + DX+ X (X7
dt dt dt
L, d _, d7 d7F
Observando que @' =—— yq = =

—— , porque tenemos los origenes O y O’
dt dt

coincidentes de forma que 7 =7'; y agrupando en términos, la ecuacién anterior toma la

siguiente forma:

e, dO
a=a'+(o><(co><r)+d—><r+2coxv'.
t

Esta relacion entre la aceleracion “absoluta” (c_i =a A) y la aceleracion “relativa”

e - . . 7 ’ .
(a =d, ) es llamada Teorema de Coriolis.'? Obsérvese que una particula en reposo en el sistema
O'x'y'Z!, tendria una aceleracion

a =€ox(6)><17)+@x;7
! dt

llamada aceleracion de arrastre o transporte porque corresponde a la aceleracion con que una
particula es transportada al moverse junto con el sistema movil.

El ultimo sumando es
- — s d |
a-=20xV".

Este sumando se denomina aceleracion de Coriolis y es no nulo sélo si la particula se
mueve respecto al sistema mévil. Ademas esta velocidad no tiene que ser colineal con la velocidad
angular.

Asi entonces, para este caso particular de la rotacion del sistema moévil en torno al sistema
absoluto tenemos que:

a=a'+a, +d,
Ejemplo 1:

'> . La anterior es en realidad una forma simplificada del mismo para cuando se trata de dos
sistemas cuyo origen de coordenadas se mantiene coincidente (no hay movimiento de traslacion).
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Se consideran dos sistemas de referencia con
movimiento de rotacion relativo y origen comin Oz
coincide con Oz' y una rotacion de angulo ¢ lleva Ox a O'x'
. Determinar la velocidad angular @.

Se cumple:
® i > i'=cospi +seng j
~ i 1 e =
k=k Jj'=—sen@i +cosQ j
FIG. 26 k=k'

z+'=— senePi +coseP / = /'
}':— coSQPI —senQP j =— (i '

Observar la semejanza que existe entre estas relaciones con las que relacionan las
derivadas de los versores de coordenadas cilindricas.

De estas:
0, =a,=¢
o, =0,=0
por lo que resulta
H=0k

Esta relacion es de suma importancia en la interpretacion conceptual de qué es la
velocidad angular, y de la forma en que calcularemos ella en la practica.

Observemos, antes que nada que se trata de un movimiento plano, asi llamado porque,
aunque sea en torno del instante considerado, todos los puntos se moveran en un plano
perpendicular al eje Oz, que se mantiene fijo. O sea, la normal k al plano del movimiento de
todos los puntos del sistema O’x’y’z’ se mantiene constante. En este tipo de movimiento
extremadamente particular, la velocidad angular queda orientada precisamente en la direccion de
esa normal; o sea:
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Es inmediato ver que el nombre de “velocidad angular” esta relacionado con que esta
ecuacion nos dice que el mdodulo (con signo) de ese vector es igual a la derivada del angulo ¢; o
sea, la rapidez con que ¢ crece:

. . A
o=0=lim 2@
A—0 At

Haciendo una comparacion con el concepto de velocidad como la derivada de la posicion,
definido anteriormente, surge naturalmente la idea de velocidad angular.

Desde un punto de vista practico, este resultado nos sirve porque cada vez que tengamos
un movimiento plano, la velocidad angular podra escribirse de esta forma. Donde es importante
aclarar que ¢ es aqui simplemente el angulo entre uno de los ejes del sistema fijo y uno de los ejes
del sistema movil, medido a partir del primero de ellos hacia el segundo” y de esta manera, dado
que k es saliente de la hoja, el angulo ¢ crece en sentido antihorario, visto desde el extremo de

k.

Ejemplo 2:

Una particula esta situada a una distancia d del origen medida sobre el eje Ox' de la Fig.
anterior, y permanece en reposo respecto al sistema movil. Determinar la velocidad y aceleracion
vista desde el sistema fijo Oxyz.

Se cumple que V'=0y que a'=0 ya que las coordenadas de la particula respecto del
sistema movil no varian. Por lo tanto:

V=oxF =pkxdi'=dpkxi'=d ],

La magnitud de la velocidad es d y la direccion es perpendicular a la del vector

posicion. Este resultado era esperable ya que en este caso la particula se mueve sobre una
circunferencia de radio d describiendo un movimiento circular. Recordando las definiciones de los
vectores unitarios en coordenadas polares resulta que:

l' '

E(P:]

e

" =
y por tanto para un movimiento circular se tiene que
S TN R N1
v=doe,=d

en cuanto a la aceleracion:

1 . ., . . . . . .
? - La direccion en que medimos ¢ es importante porque si el sistema gira hacia un lado u otro su
derivada tendra diferente signo.
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a=a =6)x(6)xf)+_‘5xf=
! dt

—pkx{pkxdi" )+ pxdi'=
=pkxd¢ ' +dpj'=—do>i'+d§ "

que no es otra cosa que la expresion de la aceleracion de un punto con movimiento circular.

Ejemplo 3.

Consideremos ahora que una particula Ya
que se mueve con velocidad constante a lo largo y
del eje O'x' dada por:

— A 1
V'=—vy,i" hy x
’ d
En t = 0 la particula se encuentra en la AN\ 4\\
posicion 7'=di'. B
0|0 :_> >x
Determinar la velocidad y la aceleracion 1
de la particula respecto al sistema fijo.
FIG. 27

La posicion de la particula en el sistema
que rota es

P'=(d—v,t )i’

y en el sistema fijo el vector posicion estara dado por

F=(d—v,t )[coscpf + sentpj]'

Es decir que, vista desde el sistema fijo, la particula no solo se acerca al centro sino que
va rotando y describe una trayectoria espiral.

La velocidad respecto al sistema fijo estara dada por

V=V"+Ox7
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o, TR, )P
==V, T+ (a’—v0 't )(p]'

Para calcular la aceleracion respecto al sistema fijo recordemos que

a=a'+d,+ad.
y evaluemos cada uno de los sumandos.
La aceleracion relativa es
a=— D51z,
dt

la aceleracion de transporte vale

Gy =R X(PRx(d v, 't i phx(d—v, )i
=—(d—v, ' )p? i'+(d—v, 't ) /'

y la de Coriolis
a,=2¢k x(—vo 'f')z— 2v,'¢/".

La aceleracién relativa @' es nula ya que la particula se mueve con velocidad relativa
constante. La aceleracion de transporte corresponde a la que tendria una particula que en el
instante t se encontrara en reposo, respecto al sistema movil, a una distancia d—v,'t del origen.
En cuanto a la aceleracion de Coriolis su significado se puede determinar observando los términos
del vector velocidad que han sido derivados para su obtencién: por una lado la magnitud de la

velocidad tangencial (d -V, 't )(p Jj' disminuye a medida que nos acercamos al origen y por otro la
componente radial de la velocidad —Vv,'i" cambia de direccion a medida que el eje 7' rota.
También se puede comparar cada uno con su origen en la deduccion tedrica de la aceleracion de
Coriolis.

Obsérvese que la velocidad absoluta y la aceleracion absoluta podrian haberse obtenido
directamente derivando
. dr
Vv=—-

dt
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d*r
dt*

a=

y verifique que el resultado es el mismo que el obtenido usando el Teorema de Coriolis.

Este es un procedimiento comun para verificar los resultados del teorema de Coriolis. La
conveniencia de usar uno u otro método estara dada por el problema particular en estudio.

Ejemplo 4.

Una hormiga (con conocimientos de fisica) puede B w
moverse con una velocidad maxima Vy y desea recorrer la \
distancia AB=2R entre puntos diametralmente opuestos de un

disco que rota con velocidad angular ® constante, en linea recta
respecto al sistema fijo. Calcular el tiempo minimo necesario
para realizar dicho recorrido. Discutir para que valores de Vi, ¥
®, R no es posible registrar dicha trayectoria. VM\g

=

V=V +V, =V, +oxr A
el movimiento debe ser segin la direccion y, por lo tanto:
V, =0.
Proyectando segun los ejes, y haciendo uso de cual es el movimiento deseado en el
sistema absoluto es X = 0:

0=-V,senp - oY

V,=V,coso=Y

V., seno

de la primera se deduce que: ¥ = — y derivando:

(O]

y=Vucosee _ o,
®

El hecho de que en este caso la velocidad angular del disco sea igual y opuesta a la
derivada del angulo ¢ no es coincidencia, sino sale del hecho de que, para la hormiga solidaria al
disco, la recta que ella desea seguir, se mueve con velocidad angular opuesta a la que el disco
tiene respecto al sistema fijo. Esto lo veremos en general al final de este Capitulo.
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Luego:
¢=0,— ot

Observemos que ¢ decrece a medida que la hormiga avanza, asi que el angulo maximo es
el inicial en que:

R
V,senp, = R = sen@, = ot
VM

de aqui se deduce que para que la trayectoria sea posible, se debe cumplir: (D_R <1.
M
Si esto no fuese asi, la velocidad angular del disco seria muy grande y la hormiga no
podria ir lo suficientemente rdpido como para compensar el movimiento de arrastre del disco y
mantenerse sobre la recta deseada.
Para calcular el tiempo que le lleva hacer el viaje:

. T
2R = J.TYdt = JVM cos(— ot + ¢, )dt = —V—Msen((p0 - cot%
0 0 ®

- sen((p0 - coT)+ seng, = 21/_0) sen(oaT - (p0)= seng,
M

Esta ecuacion tiene multiples soluciones, ya que podemos decir que:

ol —@,=¢, +2nn

con n entero.

Es decir, la hormiga llega al punto B en menos de una vuelta del disco, o en vueltas
sucesivas. Como queremos hallar el minimo tiempo posible para ello, esto sera asi cuando n = 0:

ol =2¢, = TzzArsen[m—R]

® M

I-4d. Caso general
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Nos referiremos ahora al caso general de un
sistema S'=0'x'y'z' cuyo origen se mueve y cuyos ejes
rotan respecto al sistema fijo S=Oxyz . Los vectores
posicion de P respecto a los sistemas O y O' estan

relacionados por
T ]
r=r,+r
Observar que ahora, a diferencia del caso

anterior, debemos distinguir claramente los vectores
F y 7' porque el origen de coordenadas de los

FIG. 28 sistemas S y S' ya no es el mismo:
F=Fp=P-0
F'=r,,=P-0
7= 0'-0

como indicados en la Figura 28.

I-4d.i) Teorema de Roverbal.

La velocidad de P respecto al sistema fijo S sera:

dr dr, dr' dr, d'7
= +——= +

p=—"= - = ——+ X7’
dt dt dt dt dt
=V +V'+oxr'.
Si la particula esta en reposo en el sistema S'= O'x'y'z', v'=0 y la velocidad absoluta de

la particula coincide con la velocidad con que es transportada por el sistema movil, asi que ahora
la velocidad de arrastre o transporte es.

V.=V, +®OxT'
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Notar que debido a la diferencia entre los vectores 7 y 7', ahora en esta ecuacién

aparece 7' ,yno 7 como antes.

Con esa definicion el Teorema de Roverbal queda expresado como:

v=v'4+V,
I-4d.ii) Teorema de Coriolis.
En cuanto a la aceleracion
dv _d(v'+v,) d'v' , d(v,, +@xr')
a=—-= = +OXV'+—F——~=
dt dt dt dt
dv,, d'v' L do dr'
=+ —+OXV +—XF +OX——=
dt dt dt dt
dv,, dv' __  do ., _ d7F .,
—+——+OXV +——XF +63><—+(T)><(63><r )
dt dt dt dt

que agrupando términos conduce a

- - 6) el P P | pd ) i |
a=a,,+—xr +(n><(u)><r )+a +20xV".
dt

Como siempre la aceleracion de transporte se puede reconocer suponiendo que P no se
mueve respecto al sistema movil, en ese caso:

.o do Lo
Gy =d,,+ ——xi'+ox(dxF")
00 dt

y si consideramos la definicion anterior de la aceleracion de Coriolis:

. =2mxv’

y con las definiciones anteriores recuperamos el Teorema de Coriolis:
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donde, para que sea la forma mas general del mismo tenemos que usar la definicion correcta de

aceleracion de transporte anterior, donde resaltamos nuevamente que el vector posicion que
=/ ’

apareceenellaes 7 = P—-0".

I-4e. Adicion de velocidades angulares.

Consideremos ahora que queremos estudiar el movimiento relativo entre varios sistemas
de referencia. Dado que hemos estudiado detalladamente el movimiento de una particula respecto
a dos sistemas con movimiento relativo, consideremos una particula P, moviéndose
arbitrariamente en el espacio. Y consideremos tres sistemas de referencia diferentes, a los que
llamaremos:

e S,: Sistema Absoluto.
e S;: Sistema de Arrastre.
e S,: Sistema Movil.

Solidario a cada uno de estos sistemas de referencia consideraremos un sistema de
coordenadas solidario a ellos con origenes de coordenadas O, O; y O,, respectivamente. A la

velocidad angular del sistema S; respecto al sistema S; le llamaremos ® ;; . O sea:
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®,, es la velocidad angular del sistema S, respecto al S.
@®,, ladel sistema S, respecto al S;.

@®,, la del sistema S, respecto al S.

También utilizaremos un superindice i para decir que estamos considerando la velocidad
(1)

de un punto respecto a uno u otro sistema; o sea, V,’ es la velocidad de un punto A respecto a un

sistema S;.

Considerando, para simplificar, que ahora P es solidario al sistema S,, es decir que su
velocidad relativa respecto a S, es nula:

1) La velocidad de P respecto a S, es igual a la velocidad de transporte de P respecto a
este sistema:

Y"IEO) = V(()(l) + @y X (P - 02)

2) La velocidad de P respecto a S; es ahora la velocidad de transporte respecto a S:

1) — 1)
Vp' =Vg, + 0y X(P_Oz)
3) Y finalmente escribimos la velocidad de P respecto al sistema S, pero haciendo uso
de que la anterior es la velocidad relativa de P respecto al sistema de arrastre:
0) — 1) 4 (0
Vp! =V V5 + 0 X(P_Ol)

Sustituyendo la pentltima en la anterior y operando se obtiene:

7 =98+, x(P-0,)+v{) + @, x(P-0,+0,-0,)=
=7y + @, x(P=0,)+ 7Y + &, x(P-0,)+,,x(0,-0,) =
:v(()lz) +‘7(()?)"'(731() X(Oz _01)"'(6321 +6310)><(P—02)

Observemos que si P coincide con O, tenemos, de la ecuacion que daba la velocidad de P
respecto a Sy tendremos:

Vc(;z) = V&) + Vc()?) + @) ¥ (02 - 01)
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0 0
Vlg )= Vc()z) + ((’321 + (DIO)X (P_Oz)
Comparando esta ecuacion con la primera de todas, podemos escribir que:
(6321 + Colo)x (P—02)= Dy X(P_Oz)

Como P es un punto arbitrario, y esta igualdad debe valer para todo punto P tendremos
que:

‘6320 =0y + 6310‘

Que es el denominado Teorema de Adicion de Velocidades Angulares, que nos dice que
la velocidad angular de un sistema movil S, respecto a otro Sy, considerado como absoluto, puede
expresarse como la suma de la velocidad angular de ese sistema respecto a otro intermediario o de
arrastre S;, mas la velocidad angular de este respecto al absoluto.

Esta relacion es muy util cuando queremos calcular la velocidad angular de un sistema
cualquiera moviéndose en el espacio. Es conocido que un movimiento cualquiera en el espacio se
puede descomponer en una traslacion y giros elementales. La solucion al Ejercicio 1 anterior, nos
ensefla como calcular la velocidad angular de un movimiento plano; esto es, en definitiva uno de
estos movimientos elementales. Considerando sistemas intermediarios se puede descomponer
cualquier rotacion en el espacio en tres giros elementales que tendran una expresion similar para la
velocidad angular (derivada del angulo de giro correspondiente). Luego, utilizando este teorema
en forma consecutiva podremos hallar cuél es la velocidad angular del movimiento compuesto. **
Entraremos en los detalles de esto en el Giltimo capitulo, cuando estudiemos los Angulos de Euler,
pero de aqui hasta alla nos queda un largo camino por recorrer.

Ejemplo:

Consideremos un sistema S,, absoluto, y dos sistemas S; y S,, que giran respecto al
anterior, pero que entre ellos solo se trasladan. Por ejemplo, en el Ejemplo 3 anterior Sy es el

sistema fijo O;]E , Sy esel ij'E y S, es un sistema Pfj'E , siendo P la particula que se

4 Acotemos, antes de terminar, que a pesar de que la velocidad angular siempre se puede

escribir como ®=m,7 +®, J+, k en alguna base 1, ,k , esto no implica que cada una de

las componentes esté asociada a un giro elemental.
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mueve con velocidad constante respecto a S;. Como el movimiento de S, respecto a Sy, es s6lo de
traslacion, tendremos que:

Hagamos ahora un cambio de nombre entre los sistemas, basicamente intercambiando el
orden entre Sy y Si:

S, =S/
S-S
S, >SS,

Y escribiendo las nuevas velocidades angulares con primas, tendremos:

63;0 =0y,
@y =Dy, + Dy, con @y =Dy p = By =Dy + B =0
@iy = O,

Por lo que:

By =0y =—0k =-0

lo que demuestra por qué la hormiga del ejemplo 4 tiene que mantenerse moviéndose con una
velocidad que forme un angulo cuya derivada sea igual y opuesta a la velocidad angular del disco;
y que en forma més general, quiere decir que si un sistema se mueve respecto a otro con velocidad
angular ®, este ultimo se mueve respecto al primero con velocidad angular — @ .

Un razonamiento similar nos permite demostrar a través del Teorema de Roverbal
aplicado a la traslacion, que si un sistema se traslada respecto a otro con velocidad V', este Gltimo

lo har4 respecto al primero con velocidad — V.
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Apéndice: Velocidad Angular

En la Seccién I-4c.i vimos que la derivada de los versores de una base mévil i', 'k’

respecto a una fija, 7,7,k podian escribirse en dicha base movil como:
di - - -

_ =y Ty [
I =a,i'+a, j'+ask

!

dj' > - g
——=a,i'+ta,, j'ta,, k'
dt 21 22 23
dlg'—a i'+a, j'+a k'
dt 31 32 33

Luego, usando las propiedades de que 7',j',k' cualquier vector que varia en el tiempo
manteniendo su médulo constante es perpendicular a si mismo esto se reducia a:

di’

=a,j'+ayk’

dj'

L —a i'+a.k'
21 23
dt

!

a1 =ayi'+as,J'
Y por ser cada uno de los vectores de la base normal a los demas:
di' ,, ., dj
Ay =— ) ==I g a
dt dt
dj’ -, -, dk'
a,, = G prajr S5 as,
dt dt
dk ., . di’
a, =—i'=—k'—=-a,;
dt dt

Luego podemos escribir, por ejemplo, solo para el primero de los versores de la base:
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dit _(di' o=, [ dR <
dt \ar? dt

Usando las propiedades de que la base es ortonormal directa:

jrzl‘c*rx? y E!zivxjfz_jfx?

di’ di' - )\- | = dk' ., )=, | -
—=| —J k%P +|| —0" ] [xi
dt dt dt

y agregando el siguiente término, que es cero porque todo vector multiplicado vectorialmente por

si mismo es nulo:
41 pl ki =0
dt

AE_ A gl O g | S e
dt dt dt dt

podemos escribir:

podemos escribir:

!

- .
y llegamos nuevamente a que: ——= ®X [ si hacemos:

o=| X 7o g e[ 4
dt dt dt

Esta es una expresion que nos determina, en forma unica, la velocidad angular, y que
podemos ver es exactamente la misma que hallada anteriormente. Observar que la misma es
completamente simétrica en los vectores de la base, y si hacemos una permutacion circular de los
mismos se mantiene incambiada. Por lo que a pesar de que la demostracién la hicimos solamente
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di’
para d— solamente, tendremos un resultado equivalente para exactamente el mismo resultado
t
dj dE
para ; y —— , es decir:
dj’ -
J _ @ xJ'
dt
dk' -
—— =0 xk'
dt

siendo @ el mismo de antes.
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